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Corrigé DM modélisation : janvier 2024

Adapté d’un sujet de modélisation-CCP filiere T'SI.

Partie 1. Cas ot f s’annule (excitation dite "finie"

1. La fonction f est continue sur [0; +0o[ donc, d’apres le théoréme du cours, le probléme de Cauchy

mu” + pu' 4+ ku = f(t)
u(0) =0
u'(0) = ug

admet une unique solution sur [0; 4+-o00[

2. Sur lintervalle I = [7, +00[ u est solution de 1'équation différentielle homogeéne

mu” (t) + pu' (t) + ku(t) = 0

dont I’équation caractéristique est

mr? + pur +k=0

équation polynomiale de degré deux de discriminant

2 k

A = p? — Amk

La condition 5~ < 4/:& implique que A < 0 et I’équation caractéristique admet donc deux solutions

complexes conjuguées ry = o+ i et ro = a — if.
La solution u de 1’équation sur [7;4o00[ est donc de la forme

u(t) = e (A\; cos(Bt) + Ay sin(Bt))

ou «, 3, A1 et Ay sont des constantes réelles.

On peut exprimer « et 8 en fonction de u, k,

et

D’ou

et on peut prendre

(la choix de 8 = — Amk—p?

2m
3. Soit z € R+.
On a

donc, puisque

on a

Or a < 0 donc

—u+ iy/4mk — p?

2m

r =

_ —p—iy/4mk — p?

2m

o= _H
2m

vAmk — p?

2m

8=

aurait aussi été correct)

—1<cos(fz) <1
e** >0
—e2 < e cos(fr) < e

lim e** =0
r——400

et m en explicitant r et 7o
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Le théoreme des gendarmes affirme alors que

lim cos(x)e®® =0
Tr—r+o0

Le méme raisonnement pour sinus s’applique et on peut conclure que u tend vers 0 en +oo.

Pour tout x € R+,

v (1) = ae® (A1 cos(fr) + Aasin(Bx)) + Be™(—Ay sin(Bx) + g cos(Bz))

Tous les termes de la somme étant de la forme sin(x)e®® et cos(z)e*® on peut conlure comme ci dessus

que leur limite en +oo est nulle et donc que v’ tend vers 0 en +oc.

Partie 2. Cas d’une excitation sinusoidale

1. En reprenant les notation de la partie précédente on a
Sg = {t = e (A1 cos(Bt) + Agsin(Bt)) , A1, A2 € R}

2. Déja remarquons que iw n’est pas solution de 1’équation caractéristique car la partie réelle des deux

solutions, 5, est non nulle (4 > 0). On peut donc chercher une solution particuliére y, sous la forme

(z) = Ce™”

avec C' une constante & déterminer.
On a alors pour tout = € [0; +o0],

et

my!'(z) + py! (x) + ky, (2) = (—mw® + ipw + k)Ce'

y _ est solution si et seulement si
(—mw? +ipw + k)C = fo
c’est-a-dire si et seulement si

Jo
—mw? + k + ipw

Jo

(k — mw?) — ipw
(= ) ()?

On a donc pour tout x € [0; +00],

k—mw? —ipw

k= mw?)? + (uw)?

W

yp(x) = fo(

3. La partie imaginaire de Y, est solution réelle de I’équation avec second membre sin(wz). Déterminons donc
la partie imaginiare de Y,

2

k — mw* — iuw
y @ = fo a

Y, (k= me?)? & ()2 (cos(wzx) + isin(wx))

La partie réelle de yp(x) est donc

k — mw? Hw :
fo = md)? 1 ()’ cos(wzx) + fo =) 1 ()2 sin(wz)
et la partie imaginaire est
— k— 2
fo pe 5 cos(wz) + fo e sin(wz)

(k= mw?)? + (pw) (k= mw?)? + (uw)?
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4. On sait que pour tout = € R,

acos(wz) + bsin(wx) = Acos(z — )

avec A = va? + b2, cos(p) = T et sin(p) = ——2
On peut utiliser ce résultat avec

et

et, apres simplifications, on trouve

. fo
\/,u2w2 + (k — mw?)?
— 1w
cos =
((‘0) \/Mzwz i (k: _ mw2)2
_ 2
sin(y) k= mow

Partie 3

1. L’équation caractéristique

admet pour solutions

nEg Tty
et
-1 V3
rg = — — {——
2 2
On a donc

Sy ={z+— e 3% <)\1 cos <\g§x> + A9 sin (?m)) i A, A € R}

Or 5 est solution particuliere donc

S={z—5+ e~ 3% ()\1 cos (\ggx) + A9 sin (?m)) i A1, A2 € R}

. Si, pour tout z € [0; +00],
3 3
u(z) =5+ e 2% ()\1 cos ({x) + Az sin ({x))

alors u(0) = 5 + A;. La condition u(0) = 0 implique donc Ay = —5.
Pour tout x € [0; 00|,

b (B () o (S () n e ()

. 1 3

donc la condition 4(0) = —1 implique —%/\1 + @)\2 = —1 et donc ?/\2 = -1+ %)\1. On a donc

2V/3 5
=5 19)

S,
—
&

|

A2

c’est-a-dire

Conclusion : pour tout z € [0; +00],
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