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Chapitre 2 : Trigonométrie
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I Cercle trigonométrique

On fixe (O; Z,j) un repere orthonormé du plan.

10

,—[Déﬁnition 1 (Cercle trigonométrique).}

2 +y?=1

\

Le cercle trigonométrique est le cercle C de centre O et de rayon 1. Ce cercle a pour équation cartésienne

,—{Déﬁnition 2 (Cosinus et sinus d’un nombre réel).}

Soit # € R. On note M (6) le point du cercle trigonométrique vérifiant (;,
— Le cosinus de 6, noté cos(8) est 1’abscisse du point M ()

— Le sinus de 6, noté sin(6) est 'ordonnée du point M (6)

OM) = 6.

,—[Déﬁnition 3 (Congruence modulo 271').}

On note z =y [27].

\.

Soit x et y deux nombres réels. On dit que x et y sont congrus modulo 27 s’il existe k € Z tel que © = y+kx27.

,—[Proposition 1 (Nombres de méme image sur le cercle trigonométrique)

y

)

Soit 6 et 0’ deux nombres réels. On a
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Remarque :
Pour tout 8 € R, pour tout k € Z, cos(f + 2km) = cos(0) et sin(f + 2kn) = sin(h)

Proposition 2 (Relation fondamentale entre cos et sin).}

Pour tout réel z,
cos?(z) + sin®(z) = 1
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II Fonctions trigonométriques

,—[Déﬁnition 4 (Fonctions trigonométriques).} \

La fonction cos est la fonction définie sur R qui & tout réel x associe cos(z).
La fonction sin est la fonction définie sur R qui & tout réel x associe sin(z).
La fonction tan est la fonction définie sur R\ {F + k7;k € Z} qui & = associe tan(z).

,—[Proposition 3 (Périodicité des fonctions trigonométriques).} \

Les fonction cos et sin sont 27-périodiques :

pour tout réel x, cos(x + 27) = cos(x) et sin(x + 27) = sin(x).

La fonction tan est ...-périodique :

pour tout réel z appartenant a R\ {Z + km;k € Z}, tan(z +...) = tan(z)

,—[Proposition 4 (Parité de cos, imparité de sin).} <

La fonction cos est paire : pour tout réel x, cos(—z) =.......
La fonction sin est impaire : pour tout réel z, sin(—x) =.......

La fonction tan est ......... : pour tout réel x n’appartenant pas a {7 + km;k € Z}, tan(—z) = .......
j
___________________________ M(z)
0 i Do
"""""""""""""" M(—xz)
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,—[Proposition 5 (Autres propriétés de symétries).] \

Pour tout réel x,

cos(z+m)=...
sin(z +7) = ... i 1
M(z + )
M(z+ 2
j M(z)
cos(x +5)=...

Sin(w+%):.-. K/l

(35 -2)
cos(§ —x)=...
sin(g — ) = ... &/z

M (7 — x) ! M(x)
cos(m—z) =...
o i I
Sin(ﬂ—_x):.” \J
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,—[Proposition 6 (Formules d’addition de cos et sin).}

Pour tous réels a et b,

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

,—[Proposition 7 (Formule d’addition de tan).}

Pour tous réels a et btels a # 5 [n],b# 5 [r]eta+b# T [r],ona:

_ tan(a) + tan(b)
tan(a + b) T 1 tan(a) tan(b)

% Exercice 1

En utilisant les formules d’addition et les propriétés des fonctions trigonométriques, donner les formules donnant

cos(a —b), sin(a — b), et tan(a — b)

% Exercice 2
us

_
En remarquant que {5 = 3

T

_r
7, calculer cos({5

), sin({5) et tan({5)

& Exercice 3
Déduire des formules d’addition les formules de duplication donnant cos(2x) et sin(2z)

S Exercice 4

Déduire des formules de duplication les formules de linéarisation donnant cos?(z) et sin(z) puis calculer cos(%)

et sin(§g).
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,—[Proposition 8 (Factorisation de a cos +b sin).} \

Soit (a,b) € R?\ {(0;0)}. Il existe ¢ € R tel que, pour tout z € R,

acos(x) + bsin(z) = Va2 + b2 cos(z — )

b

@ vérifie cos(p) = et sin(p) =

a
va? + b2

% Exercice 5
Factoriser les fonctions suivantes :

1. f1: x> cos(x) + sin(x)
2. fo x> /3cos(z) — sin(x)
3. fo: x> cos(x) + V/3sin(x)

En déduire le maximum et la minimum de ces fonctions.

& Exercice 6 A savoir retrouver rapidement
En utilisant les formules d’addition, montrer les formules de linéarisation suivantes :

sin(a) cos(b) = % (sin(a + b) + sin(a — b))

cos(a) sin(b) = % (sin(a + b) — sin(a — b))

cos(a) cos(b) = % (cos(a + b) + cos(a — b))

sin(a) sin(b) = —% (cos(a + b) — cos(a — b))

& Exercice 7 A savoir faire rapidement
En utilisant les identités p = Z’Qﬂ + 5 et ¢ = L—;q — 29 et les formules d’addition, factoriser sin(p) + sin(q),

sin(p) — sin(q), cos(p) + cos(q) et cos(p) — cos(q) ’

& Exercice 8 Formule impliquant la tangente de l’angle moitié
L’objectif est d’exprimer cos(z), sin(z) et tan(z) en fonction de t = tan (£).

: ; : : 1=t 2t 2t
Simplifier les expressions suivantes : e T T

Proposition 9 (Une ingalité fondamentale).}

Pour tout x €]0; 7,
sin(z) < z < tan(z)

Proposition 10 (Inégalité globale du sinus).}

Vo € R, |sin(z)| < |z]
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Proposition 11 (Limite de # en O)}
I sin(x) _1
x—0 x€X
f—[Proposition 12 (Limite de % en 0)} \
lim cos(z) — 1 _0
z—0 x

,—[Proposition 13 (Dérivée des fonctions trigonométriques).}

Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R et pour tout = € R,
cos'(z) = —sin(z)

et
sin’(x) = cos(z)

La fonction tan est dérivable sur R\ {§ + km;k € Z} et pour tout x € R\ {§ + km; k € Z},

1
tan’(v) = —— = 1 + tan?
an’(z) o2 () + tan®(z)
x 0 ™
cos'(z) =
. 0 -
—sin(x
1
cos \
-1

Maths Page 7

alicenolot.free.fr



PCSI Lycée Chrestien de Troyes

FIGURE 1 — Fonction cosinus

FIGURE 2 — Fonction sinus

T 0 5 T
sin’(z) =
cos(x) + 0 B
1
sin / \
0 0
oo | -3
tan’(x) +
+00
tan /
—00

% Exercice 9

3 . . cos(x)—1
Déterminer lim L
x—0 x
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FI1GURE 3 — Fonction tangente

IITI Equations trigonométriques

Proposition 14 (Cas d’agalité du cos).}

Va,b € R, (cosa =cosb) < (a=b [2n] oua=—b [27])

# Exemple 1
Résoudre sur R 1’équation cos(z) =

N[

S Exercice 10
Résoudre sur R I’équation cos(3z) =

<

Proposition 15 (Cas d’égalité du sin).}

Va,b € R, (sina =sinb) < (a=b [2r]oua=m—b [27])

# Exemple 2
Résoudre sur R I’équation sin(z) = —3.
& Exercice 11

3

Résoudre sur R I"équation sin(5x) = 5°.

Proposition 16 (Cas d’agalité de tan).j

Va,b e R\{g +kmk € Z}, (tana = tanb) < (a = b [x])

# Exemple 3
Résoudre sur R I'équation tan(x) = 1.

S Exercice 12
Résoudre sur R 'équation tan(%) = —1.
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IV  Formulaire

1. Formules d’addition

‘ cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)  sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y) ‘

cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y)  sin(x — y) = sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y)
tan(z) + tan(y) tan(z) — tan(y)

tan(z +y) = 1 — tan(z) tan(y) tan(z —y) = 1 + tan(z) tan(y)

2. Formules de duplication

cos(2z) = cos?(x) — sin®(x)
= 2cos?(z) — 1 ‘ sin(2z) = 2sin(z) cos(z) ‘
= 1—2sin’(x)
2%
tan(2z) = L(zx)
1 — tan®(z)
3. Formules de linéarisation
1 5(2 1 — cos(2
C@@:jgﬁﬂ ﬁﬂnggiﬁ

4. Transformation de produit en somme

cos(a) cos(b) = % (cos(a + b) 4 cos(a — b))
sin(a) sin(b) = —% (cos(a + b) — cos(a — b))
sin(a) cos(b) = % (sin(a + b) + sin(a — b))

sin(b) cos(a) = % (sin(a + b) — sin(a — b))
5. Transformation de somme en produit (SI CO CO SI CO CO SI SI)

sin(p) + sin(g) = 2sin <2
sin(p) — sin(q) = 2 cos (W> sin (p;q
cos(p) + cos(q) = 2 cos ( )

cos(p) — cos(g) = —2sin <192+Q> sin (p;q)
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6. Formules de 'arc moitié

Sit= (%),ona

1—12 , 2t 2t
cos(z) = T5g sin(z) = e tan(z) = T
7. Transformation de asinx + bcosz
(a;b) # (0;0)
acos(z) + bsin(x) = va? + b cos(x — @)

b
@ T

ou cos(p) = et sin(p) =

a
va? + b2
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