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I Représentation de polynôme

On rappelle qu'un polynôme est entièrement déterminé par ses coe�cients : ces coe�cients sont les composantes du
polynôme dans la base canonique (1, X,X2, . . . , Xn) de Kn[X]. En informatique, on peut donc représenter un polynôme par
une liste. Par exemple : [1,3,4] représente le polynôme 1 + 3X + 4X2.

p Q1. Quel est le polynôme représenté par la liste [1] ∗ 7 ?

p Q2. Ecrire une fonction evaluation(L, x) qui, pour un polynôme P donné sous forme de liste L et une valeur x, renvoie
la valeur de P (x).

>>> evaluation([1, 0, 2, 2, -1], 0)
1
>>> evaluation([1, 0, 2, 2, -1], 1)
4

p Q3. Déterminer le nombre d'opérations de evaluation(L, x) en fonction de la taille de L.En déduire la complexité de
cette fonction.

p Q4. Ecrire une fonction reduit(L) qui, pour une liste L, renvoie la même liste mais en éliminant tous les 0 à droite � en
trop �.

>>> reduit([1, 0, 2, 2, -1, 0, 0, 0])
[1, 0, 2, 2, -1]

p Q5. Montrer que la fonction précédente se termine en identi�ant un variant de boucle.

p Q6. Ecrire une fonction deg(L) qui, pour une liste L, renvoie le degré du polynôme représenté.

>>> deg([1, 0, 2, 2, -1, 0, 0, 0])
4

p Q7. Ecrire une fonction ajout_zero(L, n) qui renvoie la liste L complétée par n zéros.

>>> ajout_zero([1, 0, 2, 2, -1], 3)
[1, 0, 2, 2, -1, 0, 0, 0]

p Q8. Ecrire une fonction somme(L1, L2) qui renvoie une liste représentant la somme des polynômes représentés par L1
et L2. On pourra utiliser la fonction ajout_zero.

>>> somme([1, 0, 2, 2, -1], [1, 2, 3])
[2, 2, 5, 2, -1]

p Q9. Ecrire une fonction produit(L1, L2) qui renvoie une liste représentant le produit des polynômes représentés par
L1 et L2. On pourra utiliser la fonction ajout_zero pour obtenir des listes de taille len(L1)+len(L2)-1.

On rappelle que si P =

n∑
k=0

akX
k et Q =

m∑
j=0

bjX
j alors

PQ =

n+m∑
k=0

 k∑
j=0

ajbk−j

Xk.
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>>> produit([1, 0, 2, 2, -1], [1, 2, 3])
[1, 2, 5, 6, 9, 4, -3]

II Algorithme de Hörner

II.1 Présentation

Soit un polynôme quelconque
P (X) = anX

n + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0.

Le schéma de Hörner propose une façon bien plus rapide (en terme de complexité) pour le calcul de P (x0) que la fonction
evaluation(L, x).

1. On multiplie le coe�cient an par x0

2. On ajoute au résultat an−1

3. On multiplie le résultat par x0

4. On ajoute au résultat an−2

5. ... et ainsi de suite jusqu'à a0

Cela revient à écrire :

P (x0) = ((· · · ((anx0 + an−1)x0 + an−2)x0 + · · · )x0 + a1)x0 + a0.

Calculer P (2) où P (X) = 4X3 − 7X2 + 3X − 5 via l'algorithme de Hörner "à la main".

II.2 Algorithme

p Q10. Ecrire la fonction horner(P, x) qui prend en argument une liste représentant un polynôme et x et qui renvoie la
valeur de P(x) via l'algorithme de Hörner.

>>> P = [3, -1, 2, -3]
>>> horner(P, 0)
-3 # Pourquoi pouvait-on s’y attendre ?
>>> horner(P, -1)
-9
>>> horner(P, 2)
21

p Q11. Déterminer la complexité de la fonction horner(P, x) en fonction de la taille de P.

II.3 Comparaison avec l'algorithme naturel

En reprenant la fonction evaluation(L,x) de la partie 1 qui renvoie la valeur de P (x) où P est le polynôme décrit par
la liste de ses coe�cients (rangés par ordre croissant) L. On compare le temps d'exécution des deux programmes précédents :

ì Essayez !

import time

start_time = time.time() # enregistre le temps présent dans un variable
evaluation([1] * 1000, 10) # exécute le programme évaluation
print(time.time() - start_time) # compare le temps présent avec le temps enregistré

start_time = time.time()
horner([1] * 1000, 10)
print(time.time() - start_time)
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Puis :

start_time = time.time()
evaluation([1] * 10000, 10)
print(time.time() - start_time)

start_time = time.time()
horner([1] * 10000, 10)
print(time.time() - start_time)

III Exponentiation rapide

On s'intéresse au calcul d'une puissance xn où x est un réel �xé et n est un entier naturel.

p Q12. Ecrire une fonction puissance(x, n) qui renvoie la valeur de xn de manière itérative et sans utiliser la commande

** de Python.

>>> puissance(2, 10)
1024
>>> puissance(5, 2)
25

p Q13. Déterminer le nombre d'opérations nécessaires à puissance(x, n) en fonction de n.

p Q14. Ecrire une version récursive de puissance(x, n).

Il existe des moyens beaucoup plus rapides de calculer xn. Par exemple si on écrit n en base 2 (chapitre à venir) :

n =

d∑
i=0

ai2
i, ai ∈ {0, 1}

alors on constate que

xn = xa0
(
x2
)a1
(
x22
)a2

· · ·
(
x2d
)ad

.

Ainsi il su�t de d opérations pour calculer tous les x2i puis d opérations pour former le produit des
(
x2i
)ai

. Au total il

su�t donc de 2d ≈ log(n), ce qui est bien mieux que le nombre d'opérations de puissance(x, n).

En pratique, l'algorithme est le suivant et s'écrit naturellement de façon récursive :

� si n = 1 alors il n'y a plus rien à faire ;

� si n est pair alors il su�t de calculer x2 à la puissance n/2 :
(
x2
)n/2

= xn ;

� si n est impair (n > 1) alors il su�t de calculer x2 à la puissance (n−1)/2 et multiplier le tout par x :
(
x2
)(n−1)/2

x = xn.

p Q15. Ecrire la fonction récursive expo_rapide(x, n) qui renvoie la valeur de xn via la méthode décrite ci-dessus.

p Q16. Comparer avec les outils time de la section précédente les fonctions puissance(x, n) et expo_rapide(x, n).
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